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自然演繹法系統之比較 
 

鄧敦民 

壹、前言 

「自然演繹法」（natural deduction）是大多數基礎邏輯教科書採用的

證明系統。然而自然演繹法在不同的教科書中，無論是證明的寫法，推

論規則的選擇，或是量詞推論規則的使用，都有些或大或小的差異。雖

然這看起來像是可以提供教學者與學生「多元」的選擇空間，但也造成

了實際上的困擾。特別是對於初學者而言，要能理解不同教科書中自然

演繹法系統的內涵，並不是件容易的事。對教學者而言，要選擇哪一套

自然演繹法系統，才能有效地幫助學生理解基礎邏輯證明系統的內涵，

更是個難題。 

在這些差異當中，有的純粹是寫法上面的不同。我們大致上可以分

出至少三大類不同的證明形態（proof styles）。在 Copi-style 的寫法中（圖

一），我們會把一個自然演繹法的證明寫成條列式，然後用箭頭的方式來

呈現「子證明」（sub-proof）的結構。1在 Lemmon-style 的寫法中（圖二），

我們的證明也是寫成條列式，但我們會在每一行前面註明所用到的前

                                                 
1 例如：Hausman et al.（2010）。中文教科書採用這種寫法的包括林照田、蔡承志（2004），彭

孟堯（2012）等。另外一種稍微不同的形態，也是十分流行的 Fitch-style 寫法，會把「子證

明」結構用另一種方式來呈現，例如：Bergmann et al.（2008）。 
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提，以此來表達「子證明」結構。2而在 Gentzen-style 的寫法裡（圖三），

我們則是用樹狀圖的方式來呈現「子證明」結構。3這類寫法上的差異造

成的問題不大，因為我們很容易可以在不同的寫法當中互相轉換，例如

把一個 Gentzen-style 的證明轉換成一個 Lemmon-style 的證明。4 

      

  圖一：Copi-style proofs        圖二：Lemmon-style proofs 

 

 

圖三：Gentzen-style proofs 

另外一種差異是命題邏輯推論規則上面的不同。有些教科書只接受

「引入規則」（introduction rules）與「消去規則」（elimination rules），5有

                                                 
2 例如：Suppes（1957）和 Lemmon（1965）等。中文教科書採用這種寫法的包括林正弘（2011）。 
3 例如：van Dalen（2013）。 
4 為了方便討論，本文底下將一律採用 Copi-style 的證明寫法。 
5 有時也會允許加上一條「反復規則」（Reiteration）。採用這種作法的包括 van Dalen（2013），

Bergmann et al.（2008）等，中文教科書包含陳波（2004）。 
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些教科書則接受更多的推論規則，包括所謂的「等值規則」（replacement 

rules）。6這類的差異造成的問題也不是太大，因為我們可以很容易用某

本教科書既有的規則，去推導出其它教科書所選用的規則。因此我們不

難看出它們之間是等價的，也不難把使用某一本教科書規則所建構的證

明，合法地用另一本教科書的規則來證明出來。7 

然而，在這些差異當中真正具有實質影響的，是在「述詞邏輯」

（predicate logic）推論規則的選擇上面。8大致上而言，幾乎所有的教科

書都會包括至少四條「量詞」（quantifiers）的推論規則：「全稱個例化」

（UI）、「全稱通則化」（UG）、「存在個例化」（EI）和「存在通則化」（EG）

規則。9這些規則大致上有著類似的功能，讓我們能夠在「量化語式」

（quantified formulas）與「非量化語式」之間做出推論。例如，（UI）規

則允許我們從一個全稱量化語式中，在某些限制下，把最外面的全稱量

詞消去並代入某個「個例項」（instantial term），10而（UG）規則允許我

們在某些限制滿足時，反過來把某個命題中的「個例項」代換成變元

（variable）並加以通則化，而關於「存在量詞」的兩條規則，大致上也

                                                 
6 例如：Hausman et al.（2010）。中文教科書包含林正弘（2011），林照田、蔡承志（2004），

彭孟堯（2012）等。在臺灣的邏輯教學當中，傳統上會統稱這些推論規則為「十八條推論規

則」，方便學生記憶。（見林正弘，2011：99；林照田、蔡承志，2004：86）有趣的是，這些

教科書儘管在推論規則的選擇上面稍有出入，總量都會維持在「十八條」。例如：林正弘的

書中不包含「建構兩難律」（Constructive Dilemma）這條規則，而林照田與彭孟堯的書中有

包含這條規則，但這些書都把命題邏輯直接證法中的推論規則數量定為十八條。 
7 為了方便討論，本文底下將一律包括「等值規則」來作為命題邏輯的推論規則（即採用所謂

的十八條推論規則）。 
8 因此本文將集中處理這方面的差異。關於其它大大小小的差異，讀者可以參考 Pelletier（2000）

一文中的比較。 
9 在比較傳統的 Gentzen 系統中（見底下的討論），這四條規則稱為「全稱消去」（ E）、「全

稱引入」（ I）、「存在消去」（ E）和「存在引入」（ I）。為了方面討論，我將統一使用（UI）、
（UG）、（EI）、（EG）這套稱呼。 

10 ( x)φ(x) / φ(t)，這裡我們稱 t 為「個例項」。反過來在（UG）中，φ(t) / ( x)φ(x) 同樣地我們

也稱 t 為「個例項」。這個詞取自 Fine（1985）。 
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是如此。然而，在細節上，這每一條規則都有著不同的代換方式與限制，

而不同的教科書對於這些規則使用的方式與限制，也有著非常不一樣的

規定。這裡有兩個差異點特別重要，分別是（1）在進行（UG）和（EI）

時所使用的「個例項」，應該要使用「變元」（variables）還是「常元」

（constants）？（2）在進行（EI）時，是否需要一個「子證明」（sub-proof）

的結構？底下我針對這兩點進一步說明。 

首先針對「個例項」（instantial terms）應該使用「變元」還是「常

元」這個問題，不同的教科書有不同的見解。有些教科書主張使用「變

元」來進行（UG）與（EI）。11這裡的想法是，在（UG）與（EI）中使

用的「個例項」，代表的是某種具有「任意性」（arbitrariness）的東西，

而使用「常元」會給人一種錯覺，以為所指涉到的是某個「特定」的東

西，而不具有任意性。12但也有不少教科書主張使用「常元」作為所有

量詞規則的「個例項」。13這裡的想法是，在（UG）與（EI）中使用「常

元」作為「個例項」，這裡的「常元」並非是指稱特定東西的「專名」（proper 

names），而是為了證明所引進的「任意名」（arbitrary names）14或「歧義

名」（ambiguous names）。15也有一些教科書採用混合的主張，在（UG）

中使用「變元」而在（EI）中使用「常元」。16這裡看起來像是單純寫法

上的差異，但其實背後反映出的歧見，會歸結於我們究竟要如何理解（EI）

這條規則，也就是前面提到的第二個差異點。 

                                                 
11 例如：Quine（1950），Kahane（1982）等。中文教科書包括林照田、蔡承志（2004），彭孟

堯（2012）等。 
12 見彭孟堯（2012：259）有十分清楚的說明。 
13 例如：Lemmon（1965），Bergmann et al.（2008）等。中文教科書包括林正弘（2011）採用

這作法。 
14 Lemmon（1965：107）。 
15 Suppes（1957：81）。 
16 例如：Suppes（1957），Hurley（2012）。中文教科書包括陳波（2004）採用此作法。 
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關於（EI）的使用方式和限制，傳統上有兩種不同的作法。其中一個，

是 Gentzen 最早在發展自然演繹法時，所採用的作法。Gentzen 的（EI）

規則最大的特色，就是使用了一個「子證明」的結構：從 ( x)φ(x)，我們

可以先「假設」φ(a)，如果從這假設中可以推出「個例項」a 沒有出現的

式子 ψ，我們就可以把假設釋放而得到 ψ（見圖四的例子）。然而，這規

則看起來有點複雜，因此從 Quine（1950）開始就有不少邏輯學家嘗試

提出比較簡單又「自然」的替代方案。經過二十多年不停地嘗試和修正，17

這種不需要「子證明」結構的（EI）規則逐漸被許多通行的教科書採用，

例如 Kahane 的書。為了方便討論，本文把這兩種不同的作法，分別稱為

「Gentzen 系統」18與「Copi-Kahane 系統」19（見圖四、圖五）。 

          

圖四：Gentzen 系統中（EI）的使用     圖五：Copi-Kahane 系統中（EI）的使用 

這裡的差異影響深遠。為了讓這條比較簡單的（EI）規則不會導出

錯誤的結果，Copi-Kahane 系統必須在（EI）甚至是（UG）的使用上面

加上許多很細緻的限制（restrictions）。這麼一來，雖然規則本身看似比

較簡單，但代價是規則的限制複雜了很多。在下一節中，我會詳細地說

                                                 
17 見 Annelis（1991）對這段發展歷史的介紹。 
18 包括 Lemmon（1965），Bergmann et al.（2008）等。中文教科書包括林正弘（2011）採用此

作法。 
19 包括 Kahane（1982）等。中文教科書包括林照田、蔡承志（2004），彭孟堯（2012）等。 
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明並比較 Gentzen 系統與 Copi-Kahane 系統。我也會針對教學者該選擇

哪一個系統提出我的建議，並在第參節與第肆節提供我的理由詳加論述。 

貳、Gentzen 系統與 Copi-Kahane 系統 

首先我們來看 Gentzen 系統的（UG）與（EI）。這兩條規則分別

如下：20 

             

圖六：Gentzen 系統（UG）規則            圖七：Gentzen 系統（EI）規則 

這裡的「個例項」a 使用的是「常元」而非「變元」，21在兩條規則當中

的限制也十分類似。（UG）允許我們從某個關於 a 的式子 φ(a)，去推論

出 ( x)φ(x) 來。這裡背後的想法是，只要 a 沒有出現在任何尚未釋放的

前提中，a 就可以被看成是具有某種的「任意性」，可以代表「任意」的

東西；而如果我們可以推出「任意」的東西都滿足 φ，我們就可以推出

                                                 
20 見林正弘（2011：250、327）。為了討論上的統一性，我把證明寫法的部分稍做修改。 
21 理論上我們也可以有使用「變元」作為（UG）與（EI）「個例項」的 Gentzen 系統，或使用

「常元」的 Copi-Kahane 系統（詳見上一節的說明）。但為了討論的方便，我將假設 Gentzen
系統的（UG）與（EI）「個例項」使用「常元」，而 Copi-Kahane 系統使用「變元」。 
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所有的東西都滿足 φ。另一方面，（EI）允許我們在知道「至少有一個東

西滿足 φ」的情況下，如果我們把尚未給予解釋的「任意」一個 a 代入 φ

都可以推出 ψ，那麼我們就可以推得 ψ。這裡的想法是，只要 a 沒有出

現在任何未釋放的前提中，那麼在代入 φ 之前，a 都可以被看成具有某

種「任意性」，可以代表「任意」的東西；而這時如果我們有個「子證明」，

可以讓我們在無論假設「任意」什麼東西代入 φ的情況下都能推出 ψ來，

那麼我們就可以從「至少有一個東西滿足 φ」推得 ψ。（值得注意的是，

這裡使用的「子證明」結構，可以有效地幫我們追蹤我們代入的「個例

項」a，在什麼情況下保有它的「任意性」：在「子證明」外面，a 可代表

「任意」的東西；而在「子證明」尚未釋放之前，a 則是代表某個我們

「假設」的滿足 φ的東西。） 

接下來我們來看 Copi-Kahane 系統的（UG）與（EI）規則：22 

   

圖八：Copi-Kahane 系統（UG）規則    圖九：Copi-Kahane 系統（EI）規則 

這裡 Copi-Kahane 系統的（UG）規則與 Gentzen 系統類似，只是在「個

例項」的使用上選擇了「變元」而非「常元」，並有著不太一樣的限制。

                                                 
22 見林照田、蔡承志（2004：201），以及彭孟堯（2012：380）。同樣的，我在寫法上略作修改

以便統一討論。 
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但（EI）規則就和 Gentzen 系統十分不同，主要是在這裡我們不需要「子

證明」結構，就可以在某些限制下直接從 ( x)φ(x) 推出 φ(u) 來。 

在「個例項」的限制方面，Copi-Kahane 系統就顯得複雜許多。兩

條規則的第 1 個限制基本上和 Gentzen 系統是一樣的，只是在這裡我們

使用了「變元」作為「個例項」，因此也會需要「u 對 x 在 φ(x) 中代入

自由」（u is free for x in φ(x)）這樣的限制。然而，在 Gentzen 系統中，

我們只限制了「個例項」沒有出現在未釋放的前提中，就可以保證它的

「任意性」，並用它來做推論。這是因為在 Gentzen 系統中，要引入「個例

項」除了從前提假設外（包含（EI）也是用假設的方式引入），惟一的方

式就是透過（UI）規則引入。而從（UI）規則引入新的「個例項」，如果

沒有在未釋放的前提出現過，就沒有任何限制要求它要滿足什麼條件，

因此它可以代表任意的東西，可以保證它的「任意性」。但在 Copi-Kahane

系統中，除了從前提假設外，我們有兩種方式可以引入「個例項」：（UI）

與（EI）。雖然從（UI）引進新的「個例項」可以保證其「任意性」（理

由如前），但 Copi-Kahane 系統的（EI）規則不像 Gentzen 系統有「子證

明」結構可以追縱「個例項」的「任意性」，因此我們無法確保由（EI）

引入的「個例項」，在我們接下來的證明當中可以代表任意的東西。更精

確而言，如果我們從 ( x)φ(x) 透過（EI）引入 u 作為「個例項」而推出 

φ(u)，我們所引入的，必須是「某個滿足 φ的東西 u」，因此這裡的 u 在

接下來的證明當中都不再具有任意性。所以，一方面我們要確保（UG）

或（EI）所使用的「個例項」在使用的時候具有「任意性」，另一方面我

們要避免（UG）或（EI）所使用的「個例項」，是在之前的步驟中被（EI）

所引進的，以免它失去其「任意性」。其中一個比較簡單的作法，是直接

要求（EI）的「個例項」是完全新的，沒有出現在之前的步驟中；然後

要求（UG）的「個例項」不能是由（EI）所引入的。 
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但光是要求（UG）的「個例項」不能是由（EI）所引入的還不夠。

因為我們會遇到以下的經典案例：23 
 

 

圖十：錯誤的證明 

（圖十）證明的第 4 步想要從 Rxy 透過（UG）規則推出 ( x)Rxy。這裡

的「個例項」x 雖然沒有自由地出現在前提中，也不是之前由（EI）規

則所引入的，但它仍然不能代表任意的東西允許我們做通則化。主要的

原因是它在第 3 步中自由地出現，而雖然第 3 步（EI）引入的「個例項」

是 y，表示在接下來的證明中喪失了「任意性」的是 y，也就是說，y 不

再是任意的而必須是滿足 Rxy 的東西，但正是因為 y 必須是滿足 Rxy 的

東西，連帶地 x 所代表的東西也受到了限制。因此在 Copi-Kahane 系統

中，我們必須要在（UG）的「個例項」使用上，加上第 3 條限制：（UG）

使用的「個例項」不能在先前使用（EI）的步驟中是自由地出現。 

從以上的討論中我們可以看出 Gentzen 系統與 Copi-Kahane 系統，

在（EI）規則背後的想法究竟有什麼相同與不同。Gentzen 系統是要求我

們在遇到一個存在語句 ( x)φ(x) 時，先「假設」任意的 a 滿足 φ，然後

在這樣的「假設」當中做推論。Copi-Kahane 系統則是允許我們從一個

                                                 
23 我們可以用一個簡單的模型說明這個推論是無效的。假設我們的論域是所有自然數形成的集

合，並假設 Rxy 的外延是{<x, y> | x < y }（即，所有第一個數小於第二個數的自然數有序對）。

在這個模型中，顯然 ( x)( y)Rxy 為真（因為每個自然數都小於某一個自然數），但( y)( x)Rxy
為假（因為不存在一個自然數大於所有的自然數）。因此，從 ( x)( y)Rxy 推出 ( y)( x)Rxy 的
推論必定為無效推論。 
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存在語句 ( x)φ(x) 直接「引入」某個任意的 u 而推出 φ(u)。兩者在使用

（EI）這條規則時，都會需要所使用的「個例項」具有任意性，但是兩

個系統對此事的處理方式不同：Gentzen 系統把引入的「個例項」放進

假設的前提當中，因此在尚未釋放的「子證明」中，它都因為出現在前

提裡而很自然地不具有任意性，但在「子證明」的外面，只要此「個例項」

沒有出現在其它未釋放的假設中，它都可以保有它的任意性。換言之，

「子證明」結構可以有效地幫我們追蹤我們所需要的任意性。Copi-Kahane

系統因為刻意避開了「子證明」結構，所以只能在（EI）與（UG）的限

制上面多加條件，來避免導出錯誤的結論。 

然而，這使得我們不禁懷疑 Copi-Kahane 系統是否真的比較簡單。

雖然它避開了（EI）的「子證明」結構，可以簡化論證的長度，但隨之

而來的代價是對於（UG）與（EI）我們有了十分複雜的限制。在下一節

中，我將指出，在兩個系統當中真正比較複雜的，其實會是 Copi-Kahane

系統。在第肆節中，我會提出另外一個 Copi-Kahane 系統的缺點，也就

是關於「妥當性定理」（soundness theorem）的問題。因此，對於教學者

或初學者應該選擇哪套系統，我的建議是 Gentzen 系統。 

參、究竟誰比較複雜 

在上一節中我們提到，Gentzen 系統因為（EI）規則使用了「子證明」

結構，看起來會使得證明變得比較複雜。Quine（1950）正是基於這樣的

理由，開始試圖發展不需要子證明結構的（EI）規則。24然而如果我們

仔細比較兩個系統做出來的證明，不難發現大部分 Copi-Kahane 系統的

                                                 
24 「Gentzen 的系統與這裡最主要的差別在於 EI；他有一個比較迂迴的規則，結果是使得許多

證明變得較為複雜。」（Quine，1950：166） 
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證明都可以很容易轉換成 Gentzen 系統的證明，像是前面（圖四）與（圖

五）那樣，把所需要的「子證明」結構直接加上去。然而，也有一些例

子是 Copi-Kahane 系統可以很簡單證出來，但在 Gentzen 系統裡十分困

難的。例如底下（圖十一）、（圖十二）兩個例子： 
 

            

  圖十一：  ( x)[( y)Fy Fx]              圖十二：Fa ( x)Gx  ( x)(Fa Gx) 

在這兩個例子當中，Copi-Kahane 系統的證明十分簡潔。但在 Gentzen 系

統中我們卻無法建構類似的證明。例如，若我們要仿造（圖四）與（圖

五）那種方式，我們會得到錯誤的證明（圖十三）、（圖十四）： 
 

           

      圖十三：錯誤的推論                     圖十四：錯誤的推論 

這裡的問題在於，在（圖十一）、（圖十二）Copi-Kahane 證明中，我們在

「子證明」裡面用了（EI）引入了某個「個例項」，而這「個例項」卻在



自然演繹法系統之比較 49 

 

「子證明」關閉後被帶到「子證明」外面繼續使用。但在 Gentzen 系統

中，因為（EI）本身也需要開啟「子證明」，這會使得（EI）的假設出現

在第一個「子證明」裡面，但關閉的步驟出現在第一個「子證明」外面，

而造成兩個「子證明」結構的重疊，因而出現錯誤。事實上，如果要用

Gentzen系統來建構出  ( x)[( y)Fy Fx] 與Fa ( x)Gx  ( x)(Fa Gx) 的

證明，我們必須要使用 RAA（間接證法）來建構較為複雜的證明，例如： 
 

 

圖十五：  ( x)[( y)Fy Fx] 

乍看之下，這裡的例子似乎驗證了 Quine 對 Gentzen 系統的批評：

Gentzen 系統使得某些證明變得較為複雜。然而，我認為這不一定會構

成 Gentzen 系統的缺點，因為我認為我們有很好的理由可以解釋為何在

這兩個例子當中，Gentzen 系統「必須」採用比較複雜的證明。首先，

我們可以注意到， ( x)[( y)Fy Fx] 與 Fa ( x)Gx  ( x)(Fa Gx) 這兩個

推論在「直覺邏輯」（intuitionistic logic）是不成立的。而如果我們在

命題邏輯推論規則中只保留每個邏輯連詞的「引入」與「消去」規則，
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然後再把 RAA 規則排除掉（也就是「否言消去」（negation elimination）

規則），並加入 Gentzen 系統的四條量詞規則，那麼我們就可以得到直覺

邏輯的自然演繹法系統。25因此，任何推論只要能在這個排除掉 RAA

的直覺邏輯系統中推出來，就會是直覺邏輯裡的有效推論；而因為這兩

個例子在直覺邏輯裡不是有效推論，這表示我們在 Gentzen 系統中要推

出它們來，就一定要用到 RAA。這解釋了為什麼 Gentzen 系統在這兩個

例子上，必須要比較複雜。這點在 Copi-Kahane 系統，反而變得很不清

楚。因為 Copi-Kahane 系統竟然可以不須用到 RAA 就「直接」證出 

( x)[( y)Fy Fx] 或 Fa ( x)Gx  ( x)(Fa Gx)，這反而會讓我們十分

困惑。因此，這兩個例子在 Gentzen 系統中必須用 RAA 來證明，反而是

Gentzen 系統的優點，而不是缺點。 

我們在前面提過，Copi-Kahane 系統為了「簡化」（EI）規則而取消

了「子證明」結構，必須在（UG）與（EI）的互動上面加上限制，來避

免類似（圖十）的錯誤。然而，這裡加上的限制是要求（UG）所使用的

「個例項」不能自由地出現在任何之前的（EI）步驟中，這一點其實是

非常不自然的。初學者往往對於這個限制感到十分難以理解，不清楚究

竟「為什麼」要這樣限制。26就如同前面說過的，（UG）限制背後的基

本想法，是要能夠保證其「個例項」具有完全的任意性，可以代表任意

的東西。因此，如果我們的限制是要求（UG）的「個例項」不能是由（EI）

引入的，那麼這便不難理解，因為（EI）引入的「個例項」在引入之後

就喪失了任意性，所以不能再使用（UG）進行通則化。但我們的限制是

                                                 
25 見 van Dalen（2013）有詳細的介紹。 
26 Fine（1985）曾經給過一個經典的說明。但他的說明需要一套不同於傳統 Tarski 語意學的

「任意物件」語意學。Fine 的這套語意學過於複雜，有興趣的讀者可以自行參閱。 
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要求它連自由地「出現」在（EI）的步驟裡都不行，這就令人十分費解。

究竟為什麼「出現」在（EI）的步驟裡就會使得它喪失任意性呢？ 

從某個角度來看，去限制（UG）的「個例項」不能自由地出現在（EI）

的步驟中，確實可以有效地避免掉（圖十）中的錯誤推論。然而一般而

言，並非所有違反這個限制的「個例項」都會喪失任意性。例如底下的

推論（圖十六）： 

               

    圖十六：違反（UG）限制         圖十七：( x)( y)Rxy   ( u)( w)Ruw 

（圖十六）第 5 步（UG）的「個例項」x 在之前的步驟 3 中，是自由地

出現在（EI）的步驟裡，因此它違反了（UG）的限制。但因為這裡的推

論只是要把前提 ( x)( y)Rxy 中的量詞替換變元，我們的直覺是 x 在第 5 步

的（UG）應該仍是可以代表任意的東西。然而 Copi-Kahane 系統的（UG）

限制卻禁止了（圖十六）的推論，這是令人費解的。 

對於這個例子，Gentzen 系統反而可以找到十分簡短的證明（圖十七）。

從（圖十七）中（EI）的「子證明」結構可以很清楚看出來，這裡的「個

例項」a 確實在第 3 步與第 4 步時不是任意的，這是因為它出現在尚未

釋放的「假設」中。但在第 5 步，我們把「子證明」關閉了，所以雖然

第 5 步與第 4 步的式子是一樣的，但 a 在第 4 步不具任意性，在第 5 步

時卻重新獲得了任意性。Copi-Kahane 系統正因為沒有這樣的「子證明」

結構來幫我們作出區分，我們只能直接禁止所有這類的推論。這樣的結
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果就是，像是 ( x)( y)Rxy   ( u)( w)Ruw 這樣的例子，在 Copi-Kahane

系統中只能用比較複雜的方式，使用 RAA 來證明，如底下的（圖十八）。

這使得 Copi-Kahane 系統反而變得比較複雜。 
 

 

圖十八：( x)( y)Rxy   ( u)( w)Ruw 

在本節中我們看到了某些例子（如  ( x)[( y)Fy Fx]），是 Copi- 

Kahane 系統可以簡單證明，但 Gentzen 系統必須使用複雜的 RAA 才能

證明的。但我們找到了很好的理由，因為這些例子是在直覺邏輯中的無

效推論，因此 Gentzen 系統必須使用 RAA。而我們也看到某些例子（如 

( x)( y)Rxy  ( u)( w)Ruw），是 Gentzen 系統可以簡單證明，但 Copi-Kahane

必須要使用複雜的 RAA 才能證明的。但我們找不到什麼比較好的解釋，

可以說明為何這種替換變元的簡單推論，有什麼理由一定必須要用到

RAA。因此，我認為在仔細比較兩個系統後，反而是 Copi-Kahane 系統

會比較複雜難懂。所以如果教學者要在兩個系統當中做出選擇，我認為

會是 Gentzen 系統比較簡單。 
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肆、「妥當性定理」的問題 

Copi-Kahane 系統有個著名的問題，就是在傳統的 Tarski 語意學下，

Copi-Kahane 系統的「逐行妥當性」（line soundness）27有可能會不成立。

也就是說，在這個系統的證明中，有可能出現某一行 φi，它的未釋放前

提是 Γi，這時雖然此證明的每一步都符合規則的使用，但在傳統的語意

詮釋下 Γi  φi 卻不成立。28 
 

             

圖四：Gentzen 系統中（EI）的使用     圖五：Copi-Kahane 系統中（EI）的使用 

例如前面的（圖五）。在這裡第 3 行是 Fx，而它所用到的前提是第 1 行

的 ( x)(Fx & Gx)，然而在傳統語意詮釋下，( x)(Fx & Gx)  Fx 是不成

立的。相對而言，Gentzen 系統就不會遇到這問題。例如相應的 Gentzen

系統證明（圖四），這裡的第 3 行是 Fa，它所用到的前提是第 1 行的 

( x)(Fx & Gx) 與第 2 行的 Fa & Ga，而這時 ( x)(Fx & Gx), Fa & Ga  Fa

確實是成立的。 

                                                 
27 在這裡我們區分「逐行妥當性」（line soundness）與「規則妥當性」（rule soundness），前者

指的是一個自然演繹法證明的「每一行」都能從它所依賴的前提在語意上有效推出，而後者

指的是一個自然演繹法的每條「規則」都是「真值守恆」（truth-preserving）的。此區分來自

Fine（1985：73）。 
28 見 Anellis（1991：136）以及裡面提到的相關討論。 
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這個問題有個很簡單的方式可以避免，就是直接從「語意」下手，

用比較素樸的方式來理解量化語句的真假值，而讓像 Fx 這種包含了自

由變元的「開語式」（open formula），其真假值是「沒有定義」的。因為

從某個角度來看，這些「開語式」只會出現在推論的中間步驟中，用來

作為量詞推論的中介，因此讓它們的真假值「沒有定義」似乎是可以接

受的。這麼一來，( x)(Fx & Gx)  Fx 在這種素樸的語意下也是沒有定義

的。因此，雖然嚴格說來，在這種詮釋下「逐行妥當性」仍然不是完全

成立的（因為會有「沒有定義」的情況），但只要是「有定義」的部份（例

如（圖五）的第 1 行與第 4 行），它們的妥當性都還是會成立的。29 

然而，雖然這方法可以讓「逐行妥當性」在有定義的部分都成立，

但這種解決問題的方式卻會帶來一個極高的代價，就是它會使得「妥當性

定理」的證明變得非常困難。這是因為我們通常證明「妥當性定理」時，

是透過對於每一行的「逐行妥當性」使用「數學歸納法」（mathematical 

induction）。也就是說，假設在我們證明的推論中第 i 行是 φi，它的未釋

放前提是 Γi，那麼我們通常是使用數學歸納法來證明 Γi  φi會對所有的 i

成立。更仔細來說，我們會先證明 Γ1  φ1成立，然後證明在假設 Γk  φk

成立的情況下我們可以推得 Γk+1  φk+1，因此得到 Γi  φi會對所有的 i

成立。30現在如果在推論中有某些的 k 是連 φk的真假值都沒有定義，那麼

我們幾乎沒有任何方法可以去證明在後面步驟中的 Γn  φn，即使 Γn  φn 

                                                 
29 許多基礎邏輯教科書確實是採取比較素樸的方式來談量化語句的語意學，因此避開了這問

題。另外一種類似的作法，也是讓 ( x)(Fx & Gx)  Fx 這類的宣稱變成沒有定義，是主張在

自然演繹法（EI）步驟中使用的「個例項」既非專名（names）也非變元（variables），而是

自成一類的「歧義名」（Suppes，1957：81）或「類變元」（quasivariables）（Hausman et al.，
2010：203），並拒絕給予這類的「歧義名」或「類變元」任何方式去詮釋它們的語意值。因

此我們可以類似地避開問題，因為 ( x)(Fx & Gx)  Fx 變成了沒有定義。 
30 見 Bergmann et al.（2008）或 van Dalen（2013）中皆有詳細的證明。 
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確實有定義也成立。因此，這種訴諸「沒有定義」的方式會使得「妥當

性定理」的證明變得極為困難，代價過高。 

另一種也是從「語意」下手的解法，是乾脆放棄傳統的 Tarski 語意

學，去尋找別的語意詮釋來使得「逐行妥當性」成立。例如，Fine（1985）

在他經典的研究中曾建議使用一套「任意物件」（arbitrary objects）的語

意學，來詮釋這些在（UG）或（EI）中使用的「個例項」。詮釋的方法

是在傳統 Tarski 語意學的模型中，除了論域中的個體（individuals）外，

另外加上一些「任意物件」作為這些「個例項」的語意值，並在這些「任

意物件」之間引進某種「依賴」（dependence）關係來幫助我們掌握任意

物件的「任意性」。這麼一來，不僅在我們推論中每一個步驟出現的語式

都可以定義其真值假，「逐行妥當性」也可以在這套「任意物件」的語意

詮釋下成立。然而，Fine 的這套「任意物件」語意學本身過於複雜，且

此解法等於直接放棄傳統 Tarski 語意學來理解自然演繹法的妥當性，從

基礎邏輯教學的角度來看，不易使學生理解，也難以銜接中階邏輯課程

對傳統語意學的介紹。因此，這種解法也無法替 Copi-Kahane 系統加分。 

也許對 Copi-Kahane 系統而言，更好的作法是保留傳統語意學但直

接放棄「逐行妥當性」，然後試圖找尋其它的方式來證明「妥當性定理」。

這時我們可以引入「已完成的推論」（finished deduction）的概念，31要求

「妥當性」在「已完成的推論」上成立就可以了。也就是說，假設一個

Copi-Kahane 系統證明的第 i 行是 φi，它的未釋放前提是 Γi，這時 Γi  φi

不一定會對所有的 i 而言都會成立，但只要對某個 k 而言，φ1, ..., φk 可以

構成一個「已完成的推論」，那麼 Γk  φk 就會成立。至於要如何判斷一

個推論是否是「已完成」的，在使用變元作為「個例項」的 Copi-Kahane

系統中，我們有個很簡單的「語法」（syntactic）判準：若一個推論的最

                                                 
31 此想法來自 Quine（1950：164）。 
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後一行是個「開語式」（open formula），則它是「未完成」的，而若它的

最後一行是個「語句」（sentence），則它就是「已完成」的。例如在（圖

五）的證明中，第 1 行到第 3 行並不算是個「已完成的推論」（因為第 3 行

Fx 是個「開語式」），因而 Γ3  φ3不成立並不影響我們對妥當性的要求。

而在此例中，第 1 行到第 4 行構成了「已完成的推論」（因為第 4 行 ( x) Fx

是個「語句」），而我們確實有 Γ4  φ4，滿足我們對妥當性的要求。 

但我們要怎麼證明「已完成的推論」的妥當性呢？就如前面提到的，

這時一般的歸納法證法是行不通的，原因是我們通常需要對逐行的妥當

性進行歸納，而在此解法中「逐行妥當性」已經被我們放棄了。這時我

們必須採用比較複雜的方式來證明已完成的推論之妥當性：（1）先用歸

納法證明，若一個已完成的推論完全沒有使用到（EI）規則，那麼妥當

性對它而言是成立的。（2）再用一個歸納法來證明妥當性對所有的「已

完成推論」都成立，而在這證明當中，我們是針對（EI）使用的次數來

做歸納：沒用到（EI）規則的「已完成推論」妥當性成立（根據 1）；而

若用了 k 次（EI）規則的「已完成推論」妥當性成立，則我們可以證出

用了 k+1 次（EI）規則的「已完成推論」妥當性也成立；因此所有「已

完成推論」的妥當性都成立。（詳見附錄二中所給出的證明）。32 

然而，這樣的證明顯得十分冗長而複雜，且不是那麼的自然。相對

而言，Gentzen 系統的妥當性定理，不但容易證明，且非常自然。我們

只需要用一個歸納法，就可以證明 Gentzen 系統的「逐行妥當性」會成

立。（詳見附錄一中所給出的證明）。因此，從教學的角度來看，若要從

                                                 
32 附錄二中關於 Copi-Kahane 系統妥當性定理的證明為筆者所提供。我沒有在文獻中找到有人

證明過 Copi-Kahane 系統的妥當性，這似乎是因為大部份使用此系統的教科書都為基礎邏輯

程度的書，而在基礎邏輯中妥當性定理通常是不會加以證明。這裡提供的證明和 Quine（1950）
為他自己的自然演繹法妥當性定理的證明有些相似，但因為 Copi-Kahane 系統與 Quine 的系統

仍有十分巨大的差異，這裡的證明與 Quine 的證明仍有很大的不同。 
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Gentzen系統與 Copi-Kahane系統當中選一個來解釋妥當性定理，Gentzen

系統會是比較好的選擇。當然，在基礎邏輯的階段未必需要介紹妥當性

定理，這也是為什麼許多教科書可以放心地採用 Copi-Kahane 系統。但

就算是在基礎邏輯階段，如果我們考量的是讓學生在學完基礎邏輯後，

可以容易銜接上更進階的邏輯課程，那麼「妥當性定理」就會是一個需

要考量的要點之一，而 Copi-Kahane 系統在妥當性定理證明上面的複雜

性，便將成為選擇上的劣勢。因此，從這個角度來看，若教學者要從

Gentzen 系統與 Copi-Kahane 系統中選擇一個來介紹，我認為是 Gentzen

系統比較好。 

總結一下本節的討論。Copi-Kahane 系統有個嚴重的問題，就是「妥

當性」不一定會成立，至少不一定會「逐行」成立。要解決這個問題，

我們有三種作法：（1）採用素樸的語意詮釋，使得「妥當性」在「有定

義」的部分成立就好；（2）放棄傳統語意學，採用「任意物件」語意學

來使得「逐行妥當性」成立；或（3）引入「已完成的推論」的概念，要

求「妥當性」對於已完成的推論成立就好。然而無論哪一種作法，都會

使得「妥當性」的證明變得十分複雜而困難，因此，我認為教學者有好

的理由選擇 Gentzen 系統而非 Copi-Kahane 系統，以方便學生理解自然

演繹法的妥當性。 

伍、結語 

本文比較了不同的自然演繹法系統，並從基礎邏輯教學的角度，針

對我們應該選擇哪個系統，提出建議。在這些不同的系統當中，最主要

的差異點在於「存在個例化」（EI）規則的選擇上面：Gentzen 系統採用

了需要「子證明」結構的（EI）規則，而 Copi-Kahane 系統則採用了不
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需「子證明」結構的（EI）規則。在本文中，我提出兩個理由，來說明

為何我認為教學者應該要選擇 Gentzen 系統來介紹自然演繹法。第一、

Copi-Kahane 系統的（EI）規則沒有「子證明」結構來幫我們追蹤「個例

項」的「任意性」，因此會需要在（UG）的使用上加上比較複雜的限制，

這使得 Copi-Kahane 系統反而變得比較複雜，較難理解。第二、Copi-Kahane

系統的「妥當性」不一定會逐行成立，而就它成立的部分要證明妥當性

也是十分複雜而困難。相較而言，Gentzen 系統因為（EI）規則的「子證

明」結構，不但比較容易理解，其妥當性也比較容易證明。因此，我推

薦基礎邏輯教學者選用 Gentzen 系統。 
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