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摘要

本研究旨在探究重度視障生於數學奠基活動歷程中，學習面積與周長概念上的不利

點及該不利點是否被彌補，進而分析視障生學習面積與周長概念之可能性。本研究為探索

性研究，以無障礙方式設計的數學奠基活動為鷹架，引導他們進行幾何學習並觀察其效

果。研究採個案研究及參與觀察法，以七名小學重度視障生為研究對象，進行周長與面積

單元之數學奠基模組「占地圍王」教學；並以錄音、攝影、觀察日誌、回饋問卷記錄教學

過程及採用內容分析法進行分析。研究發現數學奠基模組經適度調整後能施用、適用於重

度視障生，歷程中也發現以觸覺方式認識幾何圖形所產生學習上的不利。研究也發現數學

奠基活動能搭建鷹架提供視障生學習的機會，如讓視障生更明確的發現或說出概念及其發

想能被保留在遊戲中並適時引動；而數學奠基活動亦能幫助他們彌補部分的視覺不利所造

成的迷思，如周長的界定包含內部的線段及圖形大小為外圍輪廓大小。最後，本研究證實

使用聽覺與觸覺可以幫助重度視障生度過van Hiele幾何思考模式的視覺期，助其進入分析

期以學會周長與面積概念。所以建議教學者應提供視障生持續操作的機會，讓他們藉由觸

覺探索與認知的方式，正確理解周長與面積的構成要素及要素彼此之間的關係。

關鍵詞：van Hiele幾何思考模式、周長與面積、重度視障生、數學奠基活動

壹、緒論

許多重度視障生(以下簡稱「視障生」)
並沒有放棄知識的探究，如著名的數學家尤

拉(Leonhard Euler，1707 ~ 1783年)，其一生

的數學研究，有一半是在他失明後完成的

(Jackson, 2002)。以最需要視覺輔助的幾何學

來說，全盲數學家Bernard Morin (1931 ~ 2018
年)在無法運用視覺的限制下，發展了球面翻

面的幾何理論(Jackson)。仰望這些前人的成

就，研究者相信視障生也有能力學好數學，

即使是大量仰賴視覺的幾何，必定有視障生

可以深入學習的路徑。

研究者希望能夠為視障生找出這條學
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習幾何的幽深之路，因此接觸了「幾何概念

發展」的理論，以荷蘭數學教育家van Hiele 
(1986)所提出的幾何思考模式(以下本文簡稱

「van Hiele理論」)而言，學生對幾何概念

始於圖形整體的「視覺期」(visualization)。
以三角形為例，孩童先認識三角形整體後，

才能進一步辨識三角形的組成元件，如邊、

角、頂點、周長及面積等。然而視障生無法

使用視覺綜覽圖形全貌，因此當他們試圖以

觸覺感知一個三角形時，最先感受到的卻是

邊、角、周長等幾何元件，以van Hiele的術

語來說，視障生似乎在一開始就進入了第二

階段「分析期」(analysis)。以本研究團隊對

視障生幾何學習的實際觀察，也發現他們能

完成第二層次「分析」之任務，如此是否意

味著van Hiele所提出的「視覺化」有其他替

代模式，或是van Hiele所提出的理論有擴充

的可能性？參照van Hiele理論而得的觀察，

成為探索視障生學習幾何的線索之一。

除了探究視障生本身學習幾何的歷程

與特性，教學端的「教材」與「教法」也是

一個幫助他們學習幾何的切入點。由於他們

視覺的限制，若與明眼生在同一課堂中、

使用同樣的教材學習，會遭遇許多知覺與

認知上的困難(Gulley, Smith, Price, Prickett, 
& Ragland, 2017; Klingenberg, Holkesvik, & 
Augestad, 2019; Spinczyk, Maćkowski, Kempa, 
& Rojewska, 2019)，研究也顯示臺灣的視障

生數學學習表現低落(鄭靜瑩，2007)。進一

步地，由於知覺與認知上的困難，他們跟不

上教學進度，對於數學學習便產生了負面情

意(Spinczyk et al.)，對於學習的動機便被削

減，如此即形成惡性循環。為了克服視障生

這樣的困難，研究者想到了「數學遊戲」此

一媒介，其在實徵上能夠促進學生認知與情

意等面向之參與程度(廖畬柔、黃國禎、賴

秋琳、吳書豪，2020；Chang, Kuo, Hou, & 

Koe, 2022; Hou & Keng, 2021; Ninaus, Moeller, 
McMullen, & Kiili, 2017)。特別地，研究者

聚焦於在實際教學前奠定數學概念基礎的數

學遊戲：「數學奠基模組」。由於將「奠定

數感的任務」與「有趣的遊戲」結合，數學

奠基模組能讓學生從中進行具體且有感的學

習，同時達到認知與情意面向之學習成效

(林福來、謝豐瑞，2014；Lin, Wang, & Yang, 
2018)。在視障生學習幾何之路，研究者認為

此為一強力的鷹架。

在探究視障生學習幾何之過程中，研

究者綜合過去文獻以及教學的觀察，發現

了他們在van Hiele理論中有其獨特的認知模

式。藉由分析他們在教學現場會遇到的困

難，發現了「數學奠基活動」(Mathematics-
Grounding Activities, MGA)作為視障生學習

幾何的鷹架之可能性。MGA的理念是讓學

生在學習前，經由活潑有趣的活動激發學生

對數學的學習動機與動力，同時也讓學生瞭

解相關的關鍵概念或概念初胚(林福來、謝

豐瑞，2014)。MGA的實施方式就是進行數

學奠基模組教學，因此研究者將現有的幾何

數學奠基模組加以改良，設計成具有可及性

(accessibility)的版本，並實施於視障生的數學

教學中。一方面，研究者希望藉由幾何數學

奠基模組的實施，探索視障生於van Hiele理
論中的認知機轉，以及其學習幾何的模式；

另一方面，研究者亦希望探究在數學奠基模

組的實施中，視障生會顯現何種類型的困

難，這些困難又是如何藉由數學奠基模組的

鷹架輔助而被視障生克服。

幾何的領域寬廣精深，為了聚焦，研究

者首先挑選了探討「平面圖形周長與面積關

係」的數學奠基模組「占地圍王」作為研究之

教材。「占地圍王」藉由提供視障生實際操弄

數學物件的方式，偵測並破解「周長」與「面

積」相關的迷思。近年的實徵研究指出，視障
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生與明眼生一樣，在判斷封閉平面圖形「周

長」時皆會受到「面積」的大小干擾，且干擾

的程度兩者並無差異(Babai & Lahav, 2020)。由

此可知，視障生與明眼生一樣，均以為面積較

大的圖形，其周長也會比較大。所以，「占地

圍王」所要建立的幾何概念基礎，對視障生來

說具有同等的重要性。「周長」與「面積」為

幾何學中基礎的概念，因此從視障生學習幾何

之路的起始單元開始探究，研究者希望能夠幫

助視障生在學習的起點便能獲得鷹架之協助，

得到學習信心。

基於上述動機，本研究目的包含以下三

點：

一、透過觀察視障生在MGA中學習面積與周

長概念的歷程，探討另類的知覺方式所

建立幾何學習模式。

二、透過MGA的學習歷程和挑戰診斷視障生

在面積和周長概念學習上的困難，並檢

視遊戲搭建的鷹架是否能彌補視覺不利

情況。

三、探討在無法經歷視覺化階段的條件下，

反思van Hiele理論如何擴充到視障生的

幾何學習。

以下我們針對相關研究成果與理論基礎

進行文獻考察。

貳、文獻探討

一、視障生之數學學習

以先天能力的觀點來看，視障生之

智力與一般生相仿，藉由良好的協助亦能

達到如同明眼人一般的數學成就(Amalric, 
Denghien, & Dehaene, 2018; Dehaene, Piazza, 
Pinel, & Cohen, 2003; Healy & Fernandes, 
2014; Jackson, 2002)。甚至有研究指出，視

障生於訓練後，其工作記憶容量會優於一

般生(Withagen, Kappers, Vervloed, Knoors, & 
Verhoeven, 2013)，此為視障生學習的優勢。

在學科的學習上，視障生依賴觸覺與

聽覺作為分辨細微事物的媒介，其中觸覺是

視障生用來彌補視覺功能缺陷的主要知覺方

式(Healy & Fernandes, 2014)。以數學學習來

說，視障生需要花費大量的精力先學會數學

符號的點字表達法，方能利用點字版的數

學課本進行學習(Gulley et al., 2017; Healy & 
Fernandes)。在數學方面，視障生可以透過教

材教具的使用，手眼並用步驟化的學習(鄭靜

瑩，2006)。另有研究顯示出觸覺學習對於視

障生的重要性(Rosenblum & Herzberg, 2015)，
可見觸覺對視障生是重要的學習媒介。

然而現今的數學教材編排多以視覺化

的方式解說數學概念，視障生難以透過觸摸

理解視覺化的解釋方式(Gulley et al., 2017; 
Klingenberg et al., 2019)；同時，以結構化

的方式逐步引導學生的紙本數學教材也十分

稀少(Maćkowski, Brzoza, Żabka, & Spinczyk, 
2018 )，加上熟悉數學式的點字表示法之

教師並不多(Jitngernmadan, Stöger, Petz, & 
Miesenberger, 2017)。因此視障生若在課堂上

遇到了數學問題，往往要回家詢問父母，或

是等待巡迴的視障教育老師方能解決(Gulley 
et al.)。同時，Spinczyk等(2019)的研究指出，

視障生對於複雜的數學式子，難以拆解其結

構以獲得訊息，且視障生在數學課堂上由於

必須跟隨教師的口語引導，思考上難以獨立

運作。這些都顯示他們若要學習數學，在閱

讀教材上會遇到較多困難。

除了認知面向，在學習的情意面向上，

視障生由於視覺不利較跟不上課堂整體的學

習進度，也讓他們更為挫折(Spinczyk et al., 
2019)。儘管如此，仍有學者主張，教師正

向的鼓勵與肯定能幫助視障生更精進學習並
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提高學習動機(Smith, 2017)。實徵研究也支

持當數學教學中若增加了針對提升數學學習

動機的工具或活動，將能改變視障生對於

數學的挫折感與恐懼(Maćkowski, Rojewska, 
Dzieciątko, & Spinczyk, 2019)。

總的來說，視障生的數學學習在認知或

情意面向上都比一般生更為不利，但經教師

適當引導與妥善教具輔助，應有補足此視覺

不利的機會。

二、 MGA：數學遊戲作為一種數學
表徵

遊戲式學習(Game-Based Learning, GBL)
作為一種教育方法已廣泛被研究人員與教學

人員認可，且不受年齡的限制(Hamari et al., 
2016)。遊戲融入教學能促進學生的認知發

展，且遊戲本身的樂趣與數學知識的建立能

增進學習動機，學生亦能從中實現自我超越

與訂立更深遠的學習目標(Jabbar & Felicia, 
2015; Moon & Ke, 2020)。若將數學遊戲視

為學習的「鷹架」，遊戲的具體操作道具

有助於學習者透過實體物輔助進行抽象思考

(Vygotsky, 1976)。從另一個角度看，同儕在

小組遊戲歷程中也扮演著社會支持者角色，

因此不只是遊戲本身，一起參與遊戲的同伴

在互動中都扮演著鷹架的角色。簡單的說，

透過遊戲進行教學就是一個搭建鷹架以協助

學習的方式(Chang et al., 2022)。

2019年正式開始實施的十二年國民基本

教育強調學生自主行動、社會參與與溝通互

動的核心素養(教育部國民及學前教育署，

n.d.)，而本研究所使用之數學遊戲教學符合

以上之核心素養。在認知上，數學遊戲可以

讓學生學習系統思考與解決問題，透過思考

與動手操作學習數學概念。在情意態度上，

遊戲教學可以引起學生的學習動機與興趣，

培養正向的學習態度。除此之外，在遊戲的

過程中學生需要與同儕與老師溝通表達，產

生人際關係與團隊合作，以順利完成遊戲任

務，本研究所使用之數學遊戲亦可促進視障

生與其明眼同儕的溝通互動。

數學教學的重要目的之一是希望學生

在學習活動後，能將數學概念與想法保留下

來，MGA也不例外。MGA的理念是讓學生

體驗有趣的數學遊戲，倘若MGA後無法將

概念或想法保留，則學習活動將無法對未來

的數學學習產生成效。我們必須思考，透過

MGA能為學生奠的「基」是什麼？從結構主

義的角度，本研究將這個「基」視為是人們

認識事物最基本的認知結構。若根據Bruner 
(1966)的發現學習論，學童從周遭的事物中

經知覺將外在事物轉換為內在事物的過程

稱為認知表徵(cognitive representation) (張春

興，1996)。Bruner將兒童的表徵發展分為

動作(enactive)表徵、形像(iconic)表徵與符號

(symbolic)表徵三個時期，兒童從動作表徵到

形像表徵的主要特徵之一，是從透過實際操

作瞭解周遭事物，到經由圖片在感官中留下

印象獲得學習，這正是MGA在這個階段想

要達到的效果。Vinner (1983)將這種在跟概

念相關聯的認知結構稱為概念心像(concept 
image)，亦即概念心像的角度看，數學遊戲

的操作過程對學生而言是產生概念心像。當

再次遇到某個概念時，這個被保留的心像概

念會再次被喚起。換言之，結合數學概念的

遊戲是讓學生從實際的操作經驗中形成數學

概念心像，待未來遇到相關概念時再，從記

憶中提取這個概念心像。

MGA即為一個注重「建立數學知識基

礎」的數學遊戲。國內學者參考Piaget (1962)
之「同化」與「調適」以發展數學知識的精

神，加上結構主義學者Dienes (1973)提出的

「數學學習歷程六階段」遊戲理論，以此發

展出藉由遊戲來「奠基」數學知識的活動(林
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福來、謝豐瑞，2014)。在經過大規模的模

組開發與教學實作之後，國內陸續已發表的

實徵研究提供了數學奠基模組教學成效的支

持，MGA能夠有效提高各種程度學生於數

學課堂的認知與情意投入(梁仲容、韓弘偉、

黃建中，2014；許鳳紋，2020；Lin et al., 
2018)，這些都顯示MGA以遊戲形式作為一種

數學表徵有其意義。

從上述的研究中，我們可以看出：MGA
有助於提升一般生的數學學習成效及數學學

習動機，但對於視障生是否也有同樣效果的

研究則付之闕如。因此，本研究試圖探究：

MGA是否亦能提升視障生的數學學習成效？

並進一步分析數學奠基模組影響視障生數學

學習的歷程。

三、 幾何思考模式理論與面積周長
的相關迷思

van Hiele (1986)提出有系統的理論，

該理論將學生的幾何思考分為五個層次：

視覺期、分析期、非形式演繹期(informal 
deduction)、形式演繹期(formal deduction)、
嚴密性(rigor)，並提出每個層次的發生是有

階段性且循序漸進的。本研究關注van Hiele
理論前二層次：「視覺期」與「分析期」，

其中視覺期的學童主要依賴視覺認識幾何形

體，可以分辨、稱呼、比較與操弄常見的幾

何形體。進入分析期階段，學童已能利用形

體的構成要素，以及要素之間的關係來分析

幾何圖形，並能透過具體操作發現形體間共

有的性質並進行分類(van Hiele)。臺灣地區的

國小學童，通常處於五個層次中的視覺期至

分析期兩個階段(李源順，2020)。當國小學童

僅使用視覺、直觀、生活經驗來辨識抽象的

幾何圖形時，便會產生幾何概念的迷思，無

法過渡到分析期(吳德邦，1997；van Hiele)。

以面積與周長的學習來說，學生常見的

迷思有1.平面圖形內的線段亦為周長的一部

分；2.「周長越大，則面積一定越大」及其

逆命題；3.「面積相等的圖形，則周長也會

相等」及其逆命題(徐偉民，2004；鄧玉芬，

2015；Babai & Lahav, 2020; Winarti, Amin, 
Lukito, & Gallen, 2012)。後兩者迷思概念也

可以視作直觀推論“more A-more B”與“same 
A-same B”的一種(Tirosh & Stavy, 1999)，處

於視覺期的學童，由於僅使用視覺接觸少數

類型的平面圖形，更容易出現此類直觀推論

的迷思。在克服這些直觀錯誤上，Hourigan
與Leavy (2020)認為讓學生進行實體教具的操

作、相互分享及遊戲挑戰，有助於學生理解

面積與周長兩者的性質與關係，減少直觀錯

誤的發生。

如前所述，一般生學習面積與周長時，

會因為直觀推論及單純以視覺辨認幾何圖形

的例子而產生迷思，這些迷思與「視覺期」

過渡到「分析期」的歷程相關。研究者也因

此好奇：對於視障生而言，他們會遇到的迷

思是否與一般生有相同之處？視障生是如何

經歷「視覺期」與「分析期」的？更進一

步，教學者可以如何協助視障生突破這些迷

思？前述對於一般生的研究文獻，成為研究

者參酌的資料之一。

參、研究方法

一、研究設計

根據本研究目的，設計一個自然且符合

視障生學習場域的教學活動是必要的。本研

究採用個案研究法及參與觀察法的質性研究

設計，聚焦於學生對主題學習歷程、運用策

略與學習困難等議題(issues)探究研究參與者

之獨特性。資料收集來自MGA進行之參與觀

察、錄影資料，以及前、後測資料。而前、

後測資料主要針對學生先備知識確認、學習
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成效或迷思概念(見「研究工具」一節)，並以

學習回饋單來瞭解視障生參與本次活動後的

感受。

二、研究參與者

本研究之教學講師為擁有20年以上教學

經驗的國小數學輔導團員，具有MGA師資資

格，並進行奠基模組教學五年以上經驗，同

時協助本研究數學奠基模組改編，對於「占

地圍王」模組的內涵十分熟悉。參與研究之

七名視障生採立意取樣，皆曾參與本研究團

隊活動。其中第一場之三名學生均就讀普通

班；第二場之四名學生中有三名就讀於普通

班，第四位來自特殊學校。七位學生平均年

齡10歲。女性有四位，男性有三位。除了視

覺障礙之外，皆無其他感官或肢體上之障

礙。這七個學生之中，有六位是以點字為閱

讀媒材，另外一位可以閱讀40號的Word中文

標楷字體。這七位均口說表達流暢。

三、奠基模組「占地圍王」之設計

(一) 「占地圍王」奠基模組原始設計與轉
化

本研究教學使用之數學奠基模組「占地

圍王」改編至同名的模組，改編主要考量視

障生操作與記錄之便利性，除了將所有文字

轉為點字、邊界以棉條強調之外，亦設計魔

鬼氈板用以定位、計分板用以記分數(也能觀

察面積與周長之關係)、塑膠盒用以集中管理

教具等，其餘規則都不更動。此外，為求活

動進行之流暢性，所有參與學生皆配置一名

助教從旁協助教具之收納。教具請參見圖1。

(二) 遊戲規則
1. 先擲骰子決定先後順序。

2. 輪到之學生擲骰子一顆，根據骰子點數取

出相同數量的冰棒棍後在底板進行圍地，

完成封閉圖形才算是占地成功，所圍面積

數也是「所得分數」。

3. 已放置好的冰棒棍在遊戲過程中不可以更

動位置。

4. 每回合共會有六輪擲骰子機會，六輪結束

後，結算分數。

5. 若每一輪在完成圍地後有圍出新的封閉圖

形，則必須對新圖形的周長與所圍面積加

以記錄。

6. 遊戲另包含三種功能卡(第二回合用)，分別

是拿掉對手棋盤上任意三根冰棒棍、再丟

一次骰子、對手暫停擲骰子一次。每張功

能牌只可使用一次，可以在每輪自己擲骰

子時發動。

(三) 教學流程
兩個研究場域均歷時兩小時，每場次可

再分五個節次。節次主題與具體進行內容如

表1。

本課程教學目標在使視障生理解面積、

(a)底板 (b)冰棒棍 (c)計分板 (d)數字卡 (e)塑膠盒 (f)骰子

圖1：教具一覽
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周長與形狀概念發展與彼此關聯。在節次2
中教學主題是藉由實體教具操作，引導學生

強化概念理解並釐清「面積、周長、形狀」

三者間的關係，教學講解概念主要包含：

1.等面積不一定等周長、2.等周長不一定等

面積、3.等周長不一定形狀相同(等周異形)、
4.等面積不一定形狀相同(等積異形)、5.等周

長等面積不一定形狀相同、6.等周長時，形

狀越方正，面積越大，以及7.周長與面積的

關係，其結構可參考圖2。

在圖2中，箭頭首尾代表由性質等同到

性質為異，因為「同形狀不同周長／面積」

之內容屬於相似形的相關內容，本研究不予

討論。

四、研究工具

(一) 課程觀察資料
為避免記錄上的疏漏，採用錄音筆、

攝影機、現場觀察日誌記錄教師兩場次的教

學。錄音筆記錄教學過程中師生之對話，並

轉為逐字稿之用；攝影機除記錄整體教學過

程，每位學生也有獨立的攝影機記錄個別學

生教具操作情形；現場觀察日誌由助教及研

究人員即時記錄教學現場之各種情況，作為

課程後續討論與反思之用。

(二) 前、後測問卷
前、後測問卷各一份，分別以四個開放

性問題與操作確認學生先備經驗與探測學習

成果。前測問題為：1.請用四根冰棒棍排成

一個圖形。2.請用八根冰棒棍排成一個長方

形。3.這個圖有幾根冰棒棍呢？圍出了幾個

正方形？(圖3(a)) 4.如果一格代表一個單位

長，下圖的周長為何？面積為何？(圖3(b))。
題目皆有實體教具輔助，前兩題主要檢測學

生操作的能力，採實作方式施測。後兩題探

測學生對於周長與面積基本認識，採口頭問

答並由助教記錄之。

後測四道問答題的題目為：1.面積相同

的圖形周長一定相同嗎？為什麼？2.周長相

表1：占地圍王活動流程節次

節次 主題 具體進行內容 附註

1 教學引入 講解教具操作規則 含學生自我介紹

2 面積與周長概念 概念講解與教具操作

3 遊戲第一回合 進行遊戲，引導學生發表心得

4 遊戲第二回合 進行遊戲，引導學生發表心得 納入功能牌

5 課程總結 教師總結

圖2：遊戲融入教學內容架構

(a)前測的第3題題項 (b)前測的第4題題項

圖3：前測問題圖形
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同的圖形面積一定相同嗎？為什麼？3.周長

越大的圖形面積一定越大嗎？為什麼？4.相
同面積的圖形可以有很多形狀嗎？為什麼？

四題皆採口頭問答的方式進行施測，用以分

析學生之學習成效。

五、資料分析

本研究主要採用內容分析的資料處理

方式，對前、後測試題與教學錄影資料文字

檔進行分析。前、後測試題為檢視學生答題

的正確性。教學錄影資料則先轉錄成文字

檔，再劃分與界定「分析單位」。在內容分

析法中，分析單位的劃分通常依據主題、人

物、項目、時間與空間、段、句等(歐用生，

1993)。實際作法上，本研究依據教學形式、

教學內容、教學策略與目標、講述對象等四

項進行分析單位的劃分，為方便描述本研究

將分析單位稱為「區塊」(Block)。區塊界定

之原則如表2。

以第二場區塊8 ~ 9為例，從表3可以看出

原區塊8是在講解遊戲中面積的意義，到了區

塊9時教師之教學目標改變了，改為以形成性

評量檢測學生能否將圖形的周界用冰棒棍正

確圍起。根據「原則3：教學的策略或目標改

變」，在這裡研究者劃分出下一個區塊。

整堂課程之逐字稿依照上述規則劃分區

塊後，首先對於該區塊的教學活動內容主要

是由教師(T)教學帶出或學生(L)操作時自己發

現或運用(含形成性評量學生作答)兩類進行註

記，再對不同之「數學概念」進行編碼。數

學概念一共分為10個類別，前六類由兩碼組

成中間短槓分開，其中第一碼取「相等之幾

表3：逐字稿區塊示例(區塊8 ~ 9)

區塊項次 切塊原則 逐字稿 場次 編碼

8 形式：講解規則 生A：「底板是什麼？」

生B：「就是那個有正方形的東西。」

師：「一大塊毛毛的土地。」

生A：「這個好像磁磚喔。」

師：「你可以先摸，但先不要動它喔。」

生A：「卡片要不要拿掉？」

師：「那個計分的卡片不動喔。」

二 二8-T, OMT

9 策略：形成性評量 師：「我現在幫你放了一塊土地，(全體開始摸)
你摸摸看然後請你把它的周界用冰棒棍圍起來。

(全體開始動作)中間的不算周界，周界是圖形的

外面。(生C拿完冰棒棍開始圍)」
師(對著生C)：「周界是只有外面喔，所以如果

你圍得那一條左右都有凸出來的紙板表示那個不

是。」

二 二9-T, RPA

表2：區塊劃分原則

項次 切割原則 區塊間劃分原則之內容說明

1 形式 教學形式上的改變，如：教師講解、學生發表、學生操作、形成性評量

2 內容 教學內容的改變，如：四根冰棒棍圍成一個面積改變為六根冰棒棍圍成兩個面積

3 策略 教學的策略或目標改變，如：引入講解、練習、評量

4 對象 教學對象的改變，如：全體改變為個人；生A改變為生B
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何特徵」，第二碼是「不等之特徵」，例：

「P-A表示等周長不等面積概念」；後四類另

以面積與周長的關係(RPA)、獲勝策略(WS)、
其他有意義教學(OMT)、與認知無關對話

(OT)分別表示。編碼規則如表4所示。

依此編碼規則，逐字稿的每一句話皆以

三組數字或英文字來進行編碼，第一碼表示

區塊所在場次與區塊序，第二碼為教學活動

主體，最後一碼表示數學概念。舉例來說：

「二9-T, P-S」表示第二場第9個區塊，活動

主體是教師教學，內容為「等周異形」。

六、研究信實度

為確保本研究信實度，由本研究團員親

自將教學影片內容聽寫為逐字稿。之後並與

現場觀察日誌交互檢核。逐字稿內容與其編

碼由研究團隊成員初步完成後，再交由兩位

數學教育的教授及一位特殊教育的教授共同

檢核與相互質詢。最後再請兩位研究同儕共

同參與最後的編碼檢核與釐清本論文內容。

肆、結果與討論

依據本研究結果，以下分三大層面論

述：以非視覺遊戲作為鷹架學習幾何歷程之

機會與囿界；視障生因視覺不利產生的周長

與面積學習困難與教師提供遊戲鷹架之其補

足歷程，以及van Hiele理論視覺階段能否以

其他感官取代。

一、以非視覺遊戲作為鷹架學習幾
何歷程之機會與囿界

如文獻中其他研究所言，視障生因視覺

不利產生諸多幾何學習困難，本研究以另類

知覺遊戲提供關鍵策略試圖補足視覺缺陷，

雖有其局限但確實有諸多成效。以下分別就

遊戲提供的機會與囿界報導。

表4：概念編碼規則表 

編碼 概念 內容說明

A-P 等面積不等周長 (T)講述或引導學生瞭解該概念

(L)學生透過操作發現或說出(含形成性評量)P-A 等周長不等面積

P-S 等周長不等形狀(等周異形)
A-S 等面積不等形狀(等積異形)
PA-S 等周長、等面積不等形狀

P-SA 等周長的情況下，形狀越接近

正方形面積越大

(T)講述或引導學生瞭解該概念

(L)學生操作／形成性評量：用最少的冰棒棍，排出最大的面積

RPA 1.周長、面積的意義

2.周長可以形成面積

3.周長與面積的關係

(T)講述或引導學生瞭解該概念；定義周界、周長、面積概念

(L)學生自行發現規則或透過操作圍出最大周長的圖形的發現

WS 獲勝策略 (T)引導學生發現遊戲策略

(L)學生歸納出獲勝策略、方法、功能牌使用原因

OMT 其他有意義教學 主體相互自我介紹、講解遊戲規則、如何記錄、計算總分、整理

場地、課程總結(T、L以主要發生者編碼)
OT 與認知無關活動或對話 閒聊

註：A：面積(Area)；P：周長(Perimeter)；S：形狀(Shape)；T：教師教學帶出；L：學生透過操作發現或運

用(含形成性評量)；RPA：Relationship/Perimeter/Area；WS：Winning Strategy；OMT：Other Meaningful 
Teaching；OT：Off Task。
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(一) 遊戲搭建鷹架提供視障生學習的機會
相較於一般生，視障生在學習幾何雖

處弱勢，但在本研究提供可觸摸的周界、面

積、記錄板等另類知覺教具後，證實提供他

們合宜之學習工具、教材，亦能帶給他們

有效學習，甚至能自行摸索出背後的幾何規

律。以下是幾個實徵發現。

1. 透過遊戲可以讓視障生更明確的發現或說
出概念

一般教學的重點多是透過教師講解或例

子來說明，而視覺不利者當下僅能靠聽覺，

但若此重點能出自學生之口，達到「其言若

出自於吾口，其意若出之於吾心」的功能，

學生會更有印象。研究者發現透過遊戲，視

障生確實有更多的機會能透過教具操作自行

發現規律。以生C為例，在老師讓學生進行當

圖形增加一格土地時邊長的變化，生C從操

作中自行發現面積每增加一格時，所需的冰

棒棍則會增加兩根(如圖4)。這個發現對於一

般生並不困難，他們透過觀察數據、圖形可

以歸納出此規則，但當提供適合的活動，視

障生亦能透過正確觸摸與感受歸納出其中規

則，表示觸覺確實有相同功能。

以下為另一個由學生自行發現的觀察證

據，說明視障生透過本遊戲的發現。對話如下：

師(以八根冰棒棍排出兩種不同的圖

形)：「好，來摸一下你面前現在圍

的這塊地周長是多少。」

全體：「八。」

師：「確定？」

全體：「確定。」

師：「面積是多少？」

全體：「三、四。」

師：「怎麼好像不一樣？好像有人

三，有人四。好，暫停，我們左右

交換摸摸看，檢查看看它的圖形跟

你的圖形有沒有不一樣。(全體交

換板子)那你先檢查它的周長是不

是八，你檢查它的周長有沒有貼

錯。」

生A：「這個是三耶，我的是四。」

師：「哎呀，發生什麼事了。」

生C：「周長一樣的，面積不一定

會一樣。」

師：「為什麼會不一樣？」

生A：「因為形狀不一樣。」(二13-
L, P-A)

2. 學生的發想能被保留在遊戲體驗中並適時
引動

在一般的數學課堂，許多的發現並非一

蹴可及，需要經過一段時間的醞釀而得。而

由於視障生需記憶大量資訊，加上認知負荷

的限制，以致他們難以趨入，需長時發想才

能體悟的內容。但因有遊戲教具當鷹架，使

得一些發想能被保留下來，甚至會有非預期

的產出。

如第二場(二17-T, P-S、二18-T, P-S)，
教師讓每位學生用八根冰棒棍圍成一個封閉

圖形，接著彼此交換看對方的圖形與自己是

否一樣，並複製一個別人有但自己沒有的圖

形，教師藉此隱含等周長不同形狀的想法，

但並未特意講述等周異形的結論，並隨後讓

學生繼續操作其他等周長不等面積或周長與

面積的關係之任務，而在課程一段時間後，

學生自己理解到相同周長形狀不一定相同(二
25-L, PAS)，甚至可以自己發現：當周長一圖4：面積每加1，周長多2之規律
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樣，形狀越接近正方形，所圍的面積越大(二
22-L, RPA)。這些都並非教師直接給的命題，

而是學生在遊戲中累積想法最後得到。

此外，學生從操作中的發現，不一定是

教學者設定的教學目標。如以下實例(二11-L, 
RPA)，教師讓學生用四根冰棒棍圍出一格，

接著讓他們增加冰棒棍來圍出兩格、三格並

加以記錄，本意是讓透過學生操作冰棒棍所

圍出之圖形來熟悉周長的界定，生C卻在操作

中自行發現面積與周長之相關規則，這都是

因為操作遊戲才有的效果。如生C：「我發現

了一個事情耶！它的面積1、2、3，然後周長

都是兩倍多二，所以面積1的時候周長是4，
面積2的時候周長是6，面積3的時候周長是

8，周長會比原來(前一個)多2，面積多1周長

會多2！」(二11-L, RPA)。

3. 運用數學作為遊戲獲勝的策略(圖形越方
正，面積越大)

活動進行中，每位學生會有六輪丟骰子

的機會，剛開始大家並無策略，有多少圍多

少，但發現在既有的圖形上再往外擴充，這

樣的策略會使得圖形中間有不必要的分隔，

降低土地獲得效率。如生E在輸一場後觀察別

人的策略發現：「我知道了，因為(生G)這裡

沒有隔起來，所以比較多塊。」並且示範把

中間的冰棒棍拿掉。師：「所以中間的分隔

線不要圍，只要用外面的就好，這樣就會比

較多格」(一59-L, WS)。

學生開始會大膽地擴張土地，捨棄中間

不必要的分隔，將所有的冰棒棍單純用於圍

出一個大圖形。不過由於冰棒棍是逐次獲得

且有運氣成分，可能連一個圖形都來不及圍

出而前功盡棄，使得學生面臨太早收就圍不

出大面積、太晚收又可能功虧一簣的兩難。

因此評估取得周長數量(骰子數)不足之風險所

制訂的對策也很重要。

教學者在過程中發現，學生自己會避

免因之後所擲出的骰子點數過少，無法得到

足夠的冰棒棍圍城圖形而提前開始圍地的情

形。在幾次的遊戲體會，學生彼此分享獲勝

的策略，學生的策略就是應用「在相同的冰

棒棍數下，圍的形狀越方正，面積越大」之

概念。生C圍出了該輪最高分數，教師引導學

生觀察並發現其中的獲勝策略：

師：「所以大家都擺完了嗎？OK，

G你總共占了幾塊地？」

生G：「四塊。」

師：「雖然你的冰棒棍很多，但好

可惜最後有些沒有圍起來。」

生G (微笑)：「因為太早圍起來地

就會很小。」

師：「C，說說看你是怎麼讓面積

變大的？」

生C：「我就想辦法讓周長拼得比

較遠。」

師：「那你花了幾次完成那個好大

的周長？」

生C：「我花了四次。最後如果沒

有圍起來就沒有嘛。」

師：「那你到什麼時候決定不要一

直往外放，要開始圍起來？」

生C：「第三次的時候開始。」(二
66-L, WS)

該生先將前三次擲骰子所得的冰棒棍全

部用於向外擴張地盤，為避免圈地過大而最

終來不及圍攏的情況，學生選擇在第四次得

到冰棒棍後將地盤圍攏。但學生擴充的方式

並非單邊往外擴充，而是先將前兩次所得的

冰棒棍平均放置先圍出正方形的兩邊，之後

幾次所得冰棒棍再以正方形先圍攏，以確保
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先獲得一個較大的地，這是一個體現視障生

在GBL中運用所學的例子。

4. 功能卡的功能：圍出多塊面積以避免被拔
除周長之風險

在遊戲第二階段引入新的功能卡：「抽

走對方三根冰棒棍」，這個新狀況使得學生

必須有新的因應策略。在遊戲後的討論中，

教學者詢問學生「被抽走三根冰棒棍」之可

能後果，並讓學生提出因應對策。

師：「問你喔，如果一個圖形被

人家拿掉三根冰棒棍會發生什麼

事？」

生C：「圍不起來。」

師：「就不是圖形了，對不對？」

生C：「恩。」(二67-T, RPA)

師：「所以我如果擔心對手對我使

出這一張，那怎麼辦？」

生D：「不要一次拼那麼大，就是

小小的這樣。」(二68-T, WS)

觀察遊戲結果可發現，大多學生為避免

被功能卡牌攻擊，皆將所圍土地分為兩塊。

相同的，要如何運用這個功能卡使對手無法

圍出封閉式圖形(面積)？教師觀察視障生們在

功能卡上的操作後，發現學生無法讓「拔除

三根冰棒棍」的使用方式發揮最大效益。

生E (笑著說)：「結果被狠狠的拔走

了三根。」

師：「如果是我就比你更狠，才不

會拔那三根，我會拔別的。」

生G (驚訝)：「喔。」

師：「要想想，甚至可以在你發動

攻擊時，把人家的土地拔光光。」

(一78-T, WS)

我們發現視障生較無法很好地發揮該卡

片的最大效益，甚至拔除了對手九根冰棒棍

數後，仍給予對手圍出八塊土地的機會。他

們一開始使用此功能卡時，想到的都是從最

大塊面積中移走連續三根，而不是分散使用

以達到最大效益。在防守上，也只避免拼成

一個大塊。此情況與一般生玩這個遊戲的表

現確實不同，研究者認為可能因視障生受限

於視覺而無法觀察組員之條件。

(二) 視障生在非視覺遊戲教學策略下之視
覺學習囿界

遊戲作為鷹架雖能彌補視覺不利，但仍

有其限制。表5是根據教學紀錄的內容分析結

果一覽表。包含被編碼的概念首次出現、最

末出現的區塊位置、總出現區塊數、總出現

時間(秒)。根據表5，本研究發現即便在遊戲

的環境下，視障生仍有以下必須面對的幾何

學習困難。

1. 視障生之GBL脫離不開教師的大量解說
從表5中教學教師在兩場教學的時間分配

可以看出，在第一場中，由教師擔任教學主體

解說或引導(T)的時間比例高達80%，第二場

也高達66%，感受上高於一般的MGA許多。

進一步細究其因，發現即便是學生為主的操作

任務，也因為學生無法以視覺輔助遊戲進行需

要教學者時時介入或引導，甚至於需要教師指

示方能自我驗證。相較於一般生可以輕易地在

遊戲過程中以視覺檢驗對手操作的正確性，視

障生光是正確地操作已十分費力，更無暇去檢

驗對手操作，因此操作的驗證只能依賴教師，

需要學生彼此互動時反而變成教師為主體的講

解。以下列對話為例：

師：「你能不能試試看，你可以用

幾根冰棒棍當作柵欄圍好兩塊土

地。好了嗎？ G，你圍了兩塊土地

用了幾根冰棒棍？」
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生G：「七。」

師：「七根，OK。好，所以這兩塊

地是連在一起的還是分開的？」

生G：「連在一起的。」(研究者註：

此處學生誤解「連在一起」意思)

師：「那F，你圍了幾塊土地？」

生F：「兩塊。」

師：「你用了幾根冰棒棍？」

生F：「六根。」

師：「六根！那G用了七根你用了

六根，怎麼會這樣呢？你覺得你

的跟他的哪裡不一樣？」(一75-T, 
OMT)

這個對話可看出，原情境中教師希望讓

學生彼此觀察自行發現差異，在一般教學情境

下教師只需要讓鄰近的學生彼此觀察一下，但

對視障生來說，在雙方都看不見對方作法且不

方便彼此互相檢驗下，教師為了要讓所有學生

都明白，經常變成教師接手解說，使得學生活

動轉成教師解說之比例偏高。

編碼中也可以看出教師活動主要集中在

OMT這一個編碼上，第一場師生甚至高達

70%的時間，這當中很多是關於遊戲規則的

解說與交流，由此我們也可以再次驗證，遊

戲融入教學時需要有很多時間在非教學主題

上，使得許多老師質疑其效能，尤其視障生

無法看到示範費時更甚。教學者也留意此事

需改善，因此在第二場時，教師將許多遊戲

的講解結合教學內容，如透過冰棒棍來解說

周界、周長，製作厚紙板方塊來講解面積概

念，讓遊戲進行更有教學效能。

2. 若無老師帶出重要數學內容視障生較難以
從遊戲中自得

圖5分別是兩場教學中教師與學生主體

所展現的各類教學內容，可以看出即使透過

遊戲，教師沒有帶出的數學內容，學生較不

容易從自己操作中自我發現或展現(如第一場

P-S或第二場A-S)。也可以看出，就算教師有

帶出的數學內容，學生也不一定會在自我探

索時展現出來(如：第一場A-P、A-S、PA-S、
P-SA)。

雖然沒有老師帶領，學生很難自行從遊

戲中發現或運用數學內容，但從第一場與第

二場RPA、第二場A-P也可以看出，一旦教

師帶出了內容，學生自我展現的時間與次數

甚至比老師講解的多。綜合來說，老師講述

的引入只是學生自我發現或展現的「必要條

件」，非充分條件，說明對於視障生，探索

活動中教師的講解仍不可或缺。

(a)第一場 (b)第二場

圖5：(a)第一場與(b)第二場教師與學生展現各類教學內容區塊數

註：圖中編號說明請參考表4。
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3. 遊戲應如何搭配教材？從周長入手或是從
面積入手受到實際遊戲限制

有關周長與面積單元，在國小教材是

屬於四年級「能理解正方形和長方形的面積

與周長公式」，特別要求邊長須皆為整數，

期能帶領學生探討長方形等積異形或等周異

形，也能瞭解等積不一定等周長或等周長不

一定等積，有些版本也會在此處藉由公式計

算結果探討周長相同的長方形越接近正方形

面積越大。由於本遊戲所涉及的是複合圖形

的面積與周長關係，在現行的三個版本(N、

H、K版)教科書單元都放在面積與周長公式

之後，但教學略有差異。大致說明如表6。

可以發現這些版本探討周長和面積關係

時，並非限定要先從周長或面積著手。本研

究之遊戲顧及視障生操作方便與遊戲本身的

特性(擲骰得周長以圍地)，因此無論是第一

場或第二場，老師或學生主體都是從周長出

發探討周長相同面積可能不同(P-A)，再進一

步探討周長相同形狀可能不同(PA-S、P-S)；
相對的，從面積相同出發的A-P、A-S則在課

程的最後，並未有學生活動，甚至第二場因

時間未及探討等面積不等周長(A-P)。分析原

因，本研究的活動與K版本稍為相像，先透

過遊戲擲骰子得到冰棒棍(周長)圍出土地(面
積)，加以記錄後觀察結果，使得周長相同的

討論會先於面積，加上視障生討論費時，時

間因素使得數學內容有所偏重，這也是遊戲

本身帶來的限制。未來將遊戲稍加改良，如

以骰子得到面積，再圍以周界(情境設計圍籬

笆或安排衛兵)，或可使數學內容得以平衡。

二、視障生在面積和周長概念學習
上的困難與教師提供遊戲鷹架
之補足情況

前一節中我們從遊戲本身描述視障生的

學習機會與限制，本節將進一步帶入數學內

容，探討視障生在學習面積與周長概念會產

生學習困難，以及遊戲如何擔任鷹架來彌補

這些不利。這些困難有的與一般生類似，有

的則不同。

(一) 視障生認知中的形狀與面積
本研究觀察七位視障生在前測題「請用

八根冰棒棍排成一個長方形」的作答情形，發

現僅一位學生能使用八根冰棒棍排出一個長三

根、寬一根冰棒棍的長方形，其餘六位學生均

無法完成任務，頗令我們訝異，因為長方形是

最常見的幾何圖形，若對於長方形的掌握不

好，對於其他圖形就更困難了。這些學生的錯

誤情形包含排出非長方形圖(如圖6)、未使用

所求根數(如圖7)、或是非圍出封閉圖形(如圖

8)。可以發現這些非常見的圖形或許都有部分

與長方形相同的特質，如封閉、直角、甚至像

圖8那樣具有長方形外觀，可見在這些視障生

腦海中長方形包含更多面貌。

表6：各版本在本單元的內容安排

版本 內容安排簡介

N版 藉由面積8 × 2和4 × 4的長方形與正方形讓學生感受「面積一樣周長不一定一樣」，再透過7 × 1、6 
× 2、5 × 3、4 × 4的圖形說明「周長一樣面積不一定一樣」，同時可以說明周長一樣的長方形中，

越接近正方形面積越大。

H版 以兩題56 × 24、40 × 40說明周長一樣，但形狀可能不同；用4 × 3和6 × 2說明面積一樣，形狀可能

不同。

K版 藉由文字題解題活動，讓學生先在方格紙上畫出18單位長的所有可能圍法，讓學生透過周長與面積

計算，發現周長一樣面積不一定一樣。
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幾何重視「形」，而對於形的認識最好

的途徑仍是透過視覺，因此當視障生僅能透

過觸覺感受圖形外形、靠聽覺理解其幾何性

質，對於幾何圖形的形是難以整體感受。除

了對圖形的認知，在周長計算時，因為視障

生靠觸摸點計周長數，而手指逐一點計常漏

計或重複計算，例如：在前測的題目計算周

長時(如圖9)，有兩位學生都得到九個單位

長，這些都是視覺不利所造成的學習困難。

本研究所設計的遊戲將周長形式化為實體，

透過骰子控制所得冰棒數拼湊圖形，因此學

生對於多少單位的周長特別有感受，也讓視

障生對於周長的計算更能掌握。

再以「面積」概念為例，前測時我們發

現有一位學生無法瞭解什麼是面積，當老師

對其解釋面積是圖形所圍出範圍的大小時，

該名學生並無法理解圍出範圍大小。經事後

分析時意識到當明眼人「看到」一個長方形

圖形(如圖10)，視覺上同時看到邊框及內部，

因此一般生對於長方形包含或不包含內部之

間相互切換相對容易，因此當需要定義長方

形或計算長方形周長時，可以將視角放在邊

框；而在計算長方形面積時，同時能將視角

看到內部。但對於視障生而言，他們無法同

時感受邊框與內部，當實體或平面圖只有邊

框，藉由觸覺感受不到內部大小，因此無法

瞭解一個長方形框其所稱的面積所代表的意

義；如果是實體平面則反過來感受不到邊與

頂點。因此在第一場教學後，教師在第二場

教學前特別製作一平方單位的厚紙板，讓視

障生在計算所圍面積時改以這些正方形厚紙

板裝填並計算個數，將計算格子與面積結合

起來，讓視障生能同時感受邊(冰棒棍、周界)
與內部(厚紙板、面積)，便改善了只摸到平面

圖形的缺失。

經過本課程後，本研究對所有學生進

行後測，發現七位學生中有四位得到滿分分

數，四位皆能理解等面積不一定等周長、等

周長不一定等面積、周長越大的圖形，面積

不一定越大，以及等面積圖形可以有很多形

狀。僅一位學生仍有「面積相同，周長一定

相同」的錯誤，三位學生有「周長越大，面

積一定越大」的錯誤，經過再次講解配合學

生操作後，皆已建立正確概念。

圖10：前測的錯誤類型：

學生無法理解面積為四個邊長所圍成的範圍

圖9：視障生由於視覺不利

造成周長計算錯誤

圖6：前測的錯誤類型：

非長方形圖

圖7：視障生未能完全使用

所求根數排列成長方形

圖8：前測的錯誤類型：

非圍出封閉圖形
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(二) 周長的界定包含內部的線段
周長是指圖形邊界的長度，一般生對於

圖形「外圍」容易理解，但是對於視障生而

言，靠著觸覺觸摸圖形的組成線段，並不容

易區別線段的角色，如邊、高、對角線。例

如：以下對話可以知道，視障生會將「圖形

內部的冰棒棍」納入周長的統計，不一定能

很自然的分辨擔任周長的線段。

師：「現在請你用冰棒棍把這兩個格

子周圍圍起來，記錄面積與周長。」

生B：「周長6面積2。」

生D：「我這裡是2跟8。」

師：「兩個格子中間那條是不算的

喔，我只要兩個格子合起來的周

圍，這樣子要怎麼記錄？」(一5-T, 
P-A)

本活動是在既有的圖形上再建立新的連

通圖形並個別記錄經過，特別能針對此迷思

加以修正，幾次遊戲後學生從活動中感受周

長圍出土地的意義，自然的理解周長不能包

含內部的線段，有效的刪除迷思概念。

(三) 圖形大小可能指的是外圍輪廓大小
對於一般生來說，當意指某個圖形比

較大時，表達的意思是「面積比較大」的圖

形，但對於視障生來說，他們使用觸覺感受

一個圖形(或其大小)時，往往是從觸摸「物體

的輪廓」開始，因此當他們說某個圖形較大

時，所表達的含意可能有「面積比較大」或

「周長比較大」的圖形，如果教師沒有進一

步探知將難以分辨，如圖11，在相同面積都

是6的情況下，視障生透過觸摸容易認為左圖

是「比較大」。

從實際的教學紀錄上，發現以下的對

話：

生A：「我發現面積比較大的，圖

形會比較大。」

師：「面積比較大，圖形會比較大

是同一件事，對不對？所以你要跟

我說的應該是面積怎麼樣的時候，

對周長有什麼影響？」

生B：「面積比較大，周長就比較

多。」(二22-L, RPA)

根據當時的教學脈絡，當學生說「我

發現面積比較大的，圖形會比較大」，想表

達的內容應為「面積比較大的圖形，周長會

比較大」。仔細分析對話，若學生認為圖形

大代表面積大，則學生不用「發現」一詞。

可見學生將圖形大和周長較長視做同義詞。

教學者當下可能沒有留意到這一點，因此誤

認為學生說了一個同義詞，實際上學生可能

認知的圖形大小不一定是面積，因此這個回

答有其意義。進一步分析，視障生容易將圖

形「周長比較大」視為「面積比較大」，可

能的原因是這些視障生絕大多數就讀普通學

校，和一般生的學習環境是相同的，因此難

以理解明眼人口中所謂「比較大的圖形」之

涵意，此發現與van Hiele (1986)所述之視覺

期較不同，因為視障生缺乏利用視覺直觀感

受幾何形體性質的機會，也容易有語意上的

誤解。

由於本活動是以面積作為計分勝負的判

圖11：前測的錯誤類型：

視障生摸出範圍較大的圖形會認為面積較大
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準，因此自然地讓學生感受圖形大小是所圍

面積的大小，也自然地知道當圍不出圖形時

再多的邊長都沒有用，也可能因為所用的邊

未經過適當的安排(越接近正方形)，而圍出的

面積不大，有效的補足圖形比較大意指「面

積」比較大的概念。

三、 van Hiele理論之視覺期能否以
其他感官取代

van Hiele理論認為「視覺期」階段的

學童主要依賴視覺直觀來認識幾何形體，若

學生無法從視覺期順利過渡到分析期，往往

會有迷思概念的產生。然而，本研究對象的

視障生沒有使用視覺直觀來認識幾何形體

的機會與經驗，他們以觸覺感知複合圖形的

邊、角、周界等幾何元件，透過這些幾何元

件去推想或理解整個圖形，並認識更抽象的

周長、面積、形狀的概念。依據van Hiele理
論，本單元所學的面積、周長、形狀的關係

屬於形體內性質和性質之間的關係，為van 
Hiele理論分析期的能力，須對周長、面積、

形狀等概念有一定掌握才能體會。

從後測中，研究者發現學生經過學習後

大都已能建立正確概念，此結果讓我們確定

大多數研究對象皆已達到「分析期」。而且

在學生前測的反應中，或許對於幾何概念的

認知稍落後同儕一兩年，但其所產生的迷思

概念並不比一般生多，這不禁讓我們思考，

他們是如何跨過視覺期？視覺期是真的可以

被取代或跳過？

從本研究實徵過程看，我們整理分析

教學逐字稿時，對話中經常感受不到這些學

生是視障生，過程中無論是表達或溝通時，

都明顯感受這些學生擁有所教幾何圖形與性

質的心像，即便在前測中，多數學生無法用

冰棒棍排出長方形，但此缺失應是反映學生

在建構實際圖形的困難，而非擁有心像的困

難。從研究中也能發現，只要能描述清楚，

提供適合教具讓視障生接觸，確實在基本幾

何認知上視障生以觸覺與聽覺取代一部分的

視覺功能，建立心像。但本研究主張，只憑

藉觸覺與聽覺所取得的部分心像，尚不足以

讓他們完全取代視覺期而進入分析期，能成

功進入分析期是因為兩者的交互作用。其

中一個證據是，當我們問視障生：「如何區

別長方形與平行四邊形」時，幾乎所有學生

都說：「平行四邊形會有尖尖的」，如此對

於形體的分類顯然必須透過組合要素，這樣

的認知已經是分析期的能力。由於視障生對

於幾何的接觸來自於邊、角、周界等幾何元

件，所以他們在認識圖形時，對於分析期所

要求的「以形體的構成要素和要素之間的關

係來分析幾何圖形」比一般生有更多經驗且

敏銳，因此即便在視覺期中他們對於圖形整

體的認知不足，但憑藉他們提前對於幾何要

件的熟悉，過渡到分析期是有機會的。換言

之，視障生在視覺期與分析期的界線更為模

糊。

儘管如此，視障生所仰賴的觸覺與聽

覺，與一般生所仰賴的視覺與聽覺仍有很多

的不同。在感官運作上，前者的溝通透過手

指觸摸與移動探索會有動作順序，因此觸覺

與聽覺在資訊吸收會有時間差；而後者透過

眼睛快速捕捉訊息，因此視覺與聽覺的資訊

吸收幾乎可同步運作，兩者在教學上仍會造

成不同效果。舉例來說：當老師拿起一個

大的長方形紙板告訴學生「長方形有四個直

角」語音的同時，學生同步也看到四個直

角；但對於視障生，同樣一句話學生卻無法

同步觸摸到四個直角。

在圖形感知上，視障生透過手指觸摸圖

形只能點狀或局部感知，運作須由左而右、

由外而內，有動作順序；而一般生透過眼睛
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可感知圖形的全貌。舉例來說：在講解規則

時，讓學生計算冰棒棍所圍出的格子數視作

面積時，教師發現視障生對於數出所圍格子

數並不困難，他們可以輕易透過觸覺完成，

但要說明圍出的形狀是什麼時，對於只靠觸

摸周界的視障生要在腦中建構完整圖形是困

難的，尤其是複合圖形上。在溝通上更不容

易，如生B在描述所拼圖形時，說出：「這

個圖形我不知道怎麼說。像樓梯形狀嗎？」

(二794-L, RPA)；生D：「我拼了一個7的形

狀」(二801-L, RPA)；生A：「我有梯形」(二
790-L, RPA)。實際上生A和生D指的是相同的

「L」形，而B是「凸」形。

表7為我們在這個研究中觀察到兩者的不

同。這些因素或許不至於太大影響學生到達分

析期，但對於非形式演繹期與形式演繹期是否

有影響，就必須進一步探究，尤其需要精細或

複雜圖形輔助時，對視障生來說挑戰更大。

伍、結論與建議

一、結論

本研究目的在反思van Hiele理論如何

擴充到無法經歷視覺化階段之視障生幾何學

習。本研究發現，輔助視覺不利的鷹架在

MGA「占地圍王」中隨局可得，透過大量教

具的操作，有助於視障生從等周長不等面積

(P-A)、等面積不等周長(A-P)、等周異形(P-S)
等初步概念，逐漸過渡到等周長等面積不等

形狀(PA-S)、等周長的情況下，形狀越接近

正方形面積越大(P-SA)、周長與面積的關係

之概念。教具的操作需要較多時間，這反映

視障生在幾何單元的學習上較為不易，也提

醒我們未來在視障生的數學教學上除了需要

多耐心之外，也需要搭配適當的無障礙教具

幫助視障生建構概念。此外，視障生會有周

界定義不清楚的迷思，容易將圖形中間的

線條誤認為周長的一部分，此發現與鄧玉芬

(2015)的發現相同，且對於面積的意義「圖形

內部的空間大小」易有誤解。另外，視障生

在表達上，容易將圖形「周長比較大」形容

成「面積比較大」，幸好這些皆能從本教學

活動中獲得修正。

儘管沒有經歷van Hiele理論中的視覺

期，本研究證實視障生可以依賴聽覺與觸覺

以取代視覺來進行面積與周長概念之學習，

因此可以進入下一層次的分析期。但研究者

認為，只憑藉觸覺與聽覺所取得的部分心

像，尚不足以完全取代視覺期，能成功進入

分析期是因為兩者的交互作用。所以建議教

學者應提供視障生持續操作的機會，讓他們

藉由觸覺的方式，正確理解幾何形體的構成

要素與要素之間的關係。

表7：視障生與一般生學習幾何的差異

項目 視障生 一般生

主要溝通方式 觸覺、聽覺 視覺、聽覺

感官運作 手指運作有時間序、動作序；觸覺與聽覺資

訊吸收有時間差

眼睛捕捉快速、無時間差；聽覺視覺資訊吸

收可同步運作

圖形感知 只能點狀或局部感知，運作須由左而右、由

外而內

可感知圖形的全貌

師生互動 教師可能和學生認知差異大，只能透過口頭

描述或動作帶領

教師較能瞭解學生想法，可透過板書、展示

教具表達

資訊溝通 透過點字及觸覺教具、表達只能口說 可圖形文字並行，比達多樣性
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二、對未來研究的建議

本研究著重國小視障生於周長與面積單

元的學習，以MGA「占地圍王」進行授課，

但數學領域並不只有此一單元，建議將來的

研究者亦能開發與設計更多「數與量」、

「空間與形狀」、「關係」、「資料與不確

定性」之遊戲輔助視障生學習。國小的數學

課程是重要且每個人應具備的數學素養，若

能有更多的相關研究產生，並歸結出更多視

障生在數學學習上的困難之處與解決方法，

相信對於臺灣的視障生教育能夠有更正向的

幫助。另一方面，臺灣的視障生數相較於一

般生屬於少數，建議往後的研究者可以邀請

更多的視障生個案作為研究對象，以收集並

分析更多視障生的學習情形，作為更多教學

現場之參考。在幾何認知層次上，對於視障

生是否能順利進入非形式演繹或形式演繹，

也需要進一步探究。

視障生在數學概念的建立有賴於觸覺與

聽覺的管道，因此有諸多困難，所以引導他們

學什麼、怎麼學是一門重要的學問。因為眼睛

看不見，所以內心往往更纖細，由淺入深的操

作、點字及無障礙觸覺教具的輔助作為鷹架、

更多的鼓勵、給予合宜的加分機會，都能夠建

立他們正向的自信心。臺灣地區國中小學，視

障生所占的比例並不高，因此一般學校給與的

資源是有限的，如何在數學教育領域上讓視障

生能達到更好的學習成效，需要現場教師的投

入方能達成。根據過往教學經驗，我們知道視

障生的智力和一般人無異，提供可及性高(無
障礙)的教具、搭配良好的教學鷹架和引導亦

能夠讓他們達到更高的數學學習成就，這些皆

需要教學工作者共同的努力。
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Abstract
The purpose of this study is to investigate the impact of mathematics-grounding activities 

on the visual disadvantages of students with blindness when learning area and perimeter. A game-
based learning activity was designed and used in this study as a way to compensate for the visual 
disadvantages of students with blindness when learning this aspect of mathematics. This study 
applied a case study approach and participant observation method by inviting seven students 
with severe visual impairments in Taiwan to participate in the mathematics-grounding activities 
entitled “Encircling Land as a King” that were designed for an area and perimeter unit. To 
record data, video recording, photography, field observation logs, and questionnaires of student 
learning feedback are used, along with content analysis to analyze the data. Results showed that 
mathematics-grounding activities can benefit students with visual impairment after adaptation. 
The adapted mathematics-grounding activities can help compensate for some of the impact 
caused by their visual disadvantages. The implications for teachers who work with students who 
are blind, as well as suggestions for future research, are also provided.

Key words:	van Hiele Model of Geometric Thinking, Perimeter and Area, Students With 
Blindness, Mathematics-Grounding Activity
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